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A.-HAM MOQT BIEN PHUC

1.1 MIEN VA BIEN

- Ta goi mién trong mat phang phuc 13 mét tap hop D cac diém c6 hai tinh chét sau
i) Moi diém z cua D déu ¢ mét hinh tron tdm z nam tron trong D, tac D 12 tap mo.

ii) Moi cap diém z1, z2 caa D ¢d thé ndi bang mot duong gp khdc nam hoan toan trong
D, trc D lién théng.

- Bién cuia mién 1a tap C cac diém cua mat phang phuc thoa man
a)CAD=¢

b) M6t hinh tron bat ky néu da chtra bén trong né mot diém nao dé cua C thi phai chta

it ra mot diém nao do cua D.

D U C dugc goi 1a mién kin hay mién déng va ky hiéu 1a D. Bién C cua D c6 thé gom
nhiéu thanh phan tach roi nhau. Mai thanh phan 1a mot duong cong hoic mot nhét cat
hoac mot diém. Ngudi ta n6i D 1a mién n — lién néu bién caa né gdm n thanh phan. Néu

n=0, 1 thi ta goi D 1& mién don lién, néu n > 2 thi ta goi D 1a mién da lién.

Lan can e (> 0) cua diém zo (# o) 1a hinh tron |z — Zo| < &, trong khi lan can ¢ cia diém

z=olaila|z]| > «.
1.2 PINH NGHIA HAM MOT BIEN PHUC

-Dinh nghia 1.2.1 Néu véi mdi gia tri z cua tap diém A trong mit phang kin ta c6 tuong
rng mot hay nhiéu gié tri W thi ta n6i trén tip A da cho mot ham bién phac: W = f(2).

Khi d6, ta n6i twong tng f 1a ham don tri hay da tri; z 1a bién doc lap hay dbi s6, W 1a

bién phu thudc hay ham sé.

Goi B la tap hop cac diém W twong (ng Véi tat ca cac diém z cua A, ta con ndi W = f(z)
thue hién mot phép bién hinh (anh xa); W duoc goi 1a anh cua z va z 1a nghich anh caa
W qua phép bién hinh W = (2).



B 12 anh cua tap A qua phép bién hinh W = f(z) va ky hiéu B = f(A). Nho tuong tng W
= f(z), mdi diém W cua B tng véi mot hay nhidu diém z cua A. Vay trén B di xac dinh

mot ham bién tap B 1én tap A: z = g(W).
Ham z = g(W) duoc goi la ham nguoc cua ham W = f(z2).

bac biét, khi ham W = f(z) don tri trong A va ham nguoc ctia no6 z = g(W) don tri trong
B thi ta n6i phép bién hinh W = f(z) don tri hai chiéu hay don diép trong A. (trong

truong hop nay thi ta ludn co: f(z1) # f(z2) néu z1 # z2)

Néu t = f1(z) bién tap A 1én tap B1 va W = f2(t) bién B 1én B thi phép bién hinh A Ién
B thuc hién baoi ham hop: W = f(z) = f2[f1(2)], duoc goi 1a hgp hoac tich caa cac phép
bién hinh f1va f2, ky hiéu 1a: f = fo.f..

Viz=x+iyvaW =u+ iv, viéc cho mot ham bién phiac W = f(z) trén tap A tuong
duong véi viéc cho trén A hai ham thyc ciaa hai bién thuc X, y: u = u(x, y) va v = v(x,

y).

Cac Vi du: phép co dan (phép dong dang véi hé sé K); phép quay mat phang z goc «;
phép tinh tién; phép bién hinh tuyén tinh nguyén.

1.3 GIGI HAN CUA HAM
Cho f(z) xac dinh don tri trong mot 1an can caa diém zo (trir zo).

- Pinh nghia 1.3.1 Néu véi moi € > 0 tn tai & > 0 sao cho anh 1an cin & caa zo (trir zo)
qua phép bién hinh W = f(z) nam trong lan can & ciia Wo thi ta ndi Wo 1 gisi han cua
f(z) khi z dan dén zo va ky hiéu 1a: lim f(z) = W,,.

Z—>00

Céc diém zo va Wo ndi trong dinh nghia c6 thé 13 co. Vay c6 4 trudng hop sau

1) Zo, Wo # o0
2) Zo# o, Wop=0o0
3) Zo=00, Wo# 0
4) Zo, Wo =



MG&i ham f(z) ¢6 gidi han hitu han khi z — zo déu gidi noi (bi chan) vé modun trong mot

lan can nao d6 cua zo.

-binhly 1.3.2 Néu zo = xo + iYo = roe'®; Wo = Uo + iVo = poe'% thi tir sy hoi tu ciia ham
W = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = p(r, 9)e®"?) d&én gii han Wo khi z — 2o, ta suy ra voi
Wo # o0:

lim u(x,y) = u,
z—-2z0
lim v(x,y) = v,
z—z0
Va véi Wo # 0, oo cung véi viéc chon argument thich hop:
Jim, o1, 0) = p,
lim H(rl (0) = 90
z—2z0
Diéu nguoc lai ciing dung, khong trir mot ngoai 1é nao.
Céc dinh 1y co ban vé gidi han cua ham thuc vin con dang dbi véi ham phc.
1.4 TINH LIEN TUC CUA HAM
Gia sir ham f(z) xac dinh don tri tai diém zo va lan can diém do.
- Pinh nghia 1.4.1 Ta n6i ham W = f(2) lién tuc tai diém zo néu ton tai
lim f(2) = f(2) (# ) ()

Hay néu dit z — o = Az; f(z) — f(z0) = AW thi lim AW = 0.

Z—>Z

Trong dinh nghia trén, zo va f(zo) phai hitu han. Néu mot trong hai yéu cau nay khdng

thda man nhung ta van cé (*) thi ta ndi f(z) lién tuc tai zo theo nghia rong.
Diém ma tai d6 ham f(z) khong lién tuc goi 1a diém gian doan.

Ham f(z) lién tuc trong mién D néu nd lién tuc tai moi diém caa mién D.



-Dinh ly 1.4.2 Néu ham W = f(z) = u(z, y) + iv(x, ) lién tuc tai zo = Xo + iyo thi cac ham

u=u(x,y) vav=v(x,y) lién tuc tai (Xo, Yo) va nguoc lai.

-Dinh ly 1.4.3 Néu ham f(z) lién tuc trong mién kin gii noi D thi bi chan (gisi noi)

trong mién kin do, tc 1a ¢c6 M > 0 sao cho véi moi z thudc D ta c6 [f(z)| < M.

-Dinh ly 1.4.4 Néu ham f(z) lién tuc trong mién kin gigi noi D thi né dat gia tri Ion nhat

va nho nhét (vé mo dun) trong D.
1.5 PIEU KIEN KHA VI

Gia st W = f(z) xac dinh don tri trong mot 1an can nao d6 cua diém z (# ). Ta thay
trong 1an can d6 mot diém z + Az va ky hiéu sb gia tuong ang cua ham la: AW = f(z +

Az) —1(2).

-Dinh nghia 1.5.1 Néu khi Az — 0 ma ti s6 AW/Az dan dén mot gisi han thi ta ndi rang

ham f(z) kha vi tai diém z va goi gidi han d6 1a dao ham cua f(z) tai z, ky hiéu f(2).

n , . A
Vay: f'(2) = lim %

Luu ¥: ham f(z) kha vi tai z thi lién tuc tai z nhung diéu nguoc lai khong dang.
-binh ly 1.5.2 (Cauchy-Riemann)

a) biéu kién can: Néu W = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) kha vi tai diém z = x+ iy thi cac ham

u(x, y) va v(x, y) co cac dao ham riéng tai diém (x, y) va thoa mén cac diéu kién (C-R)

Ju B av_ ou B v
ox dy’ dy = ox
b) Piéu kién du: Néu cac ham u(x, y) va v(x, y) c¢6 cac dao ham riéng lién tuc tai diém

(X, y) va thoa man diéu kién (C-R) thi ham f(z) = u + iv kha vi tai z = X + iy.

Luu y: Néu f(z) thoa man diéu kién du cua sy kha vi thi dao ham f(z) cia nd co thé

biéu dién dudi mot trong bon dang sau:



() = 0u+ v _dv Odu Odu au 0v+_6v
[ 6x_6y lay_ax dy 0dy lax

Ham don tri f(z) kha vi tai moi diém cia mién D duoc goi 12 giai tich (déu, chinh hinh)

trong D. Ham f(z) giai tich tai diém z néu c6 mét 1an cin cua z trong d6 f(z) giai tich.

Note: Trong mot mién thi khai niém kha vi va giai tich twong duwong nhau; con tai mot

diém thi khai niém giai tich doi hoi cao hon kha vi.

Céc quy tic tinh dao ham ddi v6i ham bién thyuc van con ding d6i voi ham bién phurc.
1.6 Y NGHIA HINH HQC CUA PAO HAM

- Y NGHIA CUA |f(z0)| (£ 0)

Theo dinh nghia ctia dao ham va cac tinh chat caa modun ta co

f(2)-f(20)

Z—2Zg

. W=,
= |im W%l

z-zy 12—2Zol

hm

[£(z0)| =

Vay néu f(zo) # 0 thi |f’(z)| biéu thi hé sb co dan cua phép bién hinh W = f(2) tai diém

20.

-Y NGHIA CUA Argf’(z0) Véi f(z0) # 0

= lim [arg(W — W,) — arg (z — 7,)]

z-Zg VATA

Vay néu f(z0) # 0 thi argf’(z0) 12 g6c ma ta phai quay tiép tuyén zot cua dudng cong C
dé duoc hudng tiép tuyén WoT cua duong cong L = f(C).

1.7 QUAN HE GIUA HAM GIAI TiCH VA HAM PIEU HOA
-Dinh nghia 1.7.1 Ham u(x, y) goi la diéu hda trong mién D néu n6 thoéa man trong D

‘ g P O
phuong trinh Laplace: Au = 7zt 37 0.

D& thay: néu u(x, y) va v(x, y) diéu hoa thi ham s = a.u(x,y) +bv(x,y) va ham t = u(a+x,

y+b) voi cac hang sé a, b ciing 1a ham diéu hoa.



-Binh ly 1.7.2 Néu f(z) = u(x,y) +iv(x,y) giai tich trong mién D thi phan thyc u(x, y) va

phan 40 v(x,y) caa nd 1a nhitng ham diéu hoa trong mién D.
1.8 TICH PHAN CUA HAM PHUC
1.8.1 TICH PHAN PUONG

-Dinh nghia 1.8.1 Cho mét duong cong C dinh huéng, tron ting khic (c6 thé chia thanh
mat sé hitu han cung, trén mdi cung tiép tuyén bién thién lién tuc) va trén C cho mot

ham phtec f(z). Tich phan duong cua f(z) doc theo C dugce dinh nghia va ky hiéu bai
1111—{20 D=1 f )z — z—1) = fc f(z)dz (*)

Trong d6 a = zo, Z1,...,z0 = b 12 nhitng diém ké tiép nhau trén C, a va b 1a hai mut, tx Ia
mot diém tly y cia C nam trén cung [zi-1, z«]. Gidi han (*) thuc hién sao cho maxlk—0

VGi I 1a @6 dai cung [zk-1, zk].

-Cach tinh:

Pit f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Néu dudng cong C tron ting khic va f(z) lién tuc ting
khuc, gidi noi thi ta co

J f(z)dz = j (udx — vdy) + ij (vdx + udy)

Néu dudng cong C cho dudi dang tham s6 x = x(t), y = y(t), a <t < B, thi ta c6 thé viét
dudi dang ham phurc bién thuc: z = z(t) = x(t) + iy(t); a <t < p. Néu z(a) =a, z(B) = b
thi

B
[ r@as= [ rra@n@.a
C o

- Tinh chat: Céc tinh chét caa tich phan duong loai 2 cua ham thyc van dung cho tich

phan duong cua ham phuc



1 jc [af (2) + bg(2)]dz = ajc f(2)dz + bfc 9(2)dz

2) f(z)dz = f(z)dz+ | f(z)dz CiNC, =9
Cz

C1UC, C1

)| f(dz=—-| f(2)dz

4)

j f(2)dz| < j f(D)lldz] < ML

Vi L 1a @6 dai caa C va M = max{|f(z)|, z € C}.
Vidu

1.8.2 CAC PINH LY TiCH PHAN CAUCHY CHO MIEN PON LIEN

Binh Iy 1.8.2 Néu ham f(z) giai tich trong mién don lién D thi tich phan [ f(z)dz doi
v6i moi duong cong C ndm trong mién nay c6 cung diém dau va diém cudi s& c¢é cing

gia tri.
Khi do: [, f(2)dz = [, f(2)dz, trong d6 a va b 1a diém du va diém cudi cua cung C.

Dinh ly 1.8.3 Néu ham f(z) giai tich trong mién don lién D va C 1a mét duong cong kin

bat ky nam trong D thi: [ f(z)dz = 0.

Pinh ly 1.8.4 Néu ham f(z) giai tich trong mién don lién gigi ndi D va lién tuc trong

mién kin D vai bién C thi: [ f(z)dz = 0.

Pinh nghia 1.8.5 F(z) duoc goi 1a mot nguyén ham cua f(z) trong mién D néu F’(z) =
f(z) trong D.



Pinh Iy 1.8.6 Néu ham f(z) giai tich trong mién don lién D, zo va z lan luot 1a diém cb

dinh D va diém chay trong D thi tich phan: fZZO f(t)dt = F(z) nhu la ham cua can trén

cling giai tich trong mién D va ta c6 trong D: F'(z) = %fzzof(t)dt = f(2).

Dinh ly 1.8.7 Hai nguyén ham cuaa cing mot ham sé chi sai khac nhan mét hang sb

cong.

Dinh ly 1.8.8 Néu F(z) 1a mot nguyén ham nao d6 ctiia ham giai tich f(z) trong mién don

lién D thi v&i moi zo va z trong D ta co: fjo f(t)dt = F(2) — F(z,)
Vi du
1.8.3 PINH LY TICH PHAN CAUCHY CHO MIEN PA LIEN

Dinh Iy 1.8.9 Néu ham f(z) giai tich trong mién gigi noi D va lién tuc trén mién kin D
véi bién C thi ¢c f(z)dz = 0, trong d6 chiéu di trén bién C 1a chiéu dwong, ttc 1a chiéu

lubn nhin thay mién D bén tréi.
Vi du
1.8.4 CONG THUC TiCH PHAN CAUCHY

Pinh Iy 1.8.10 Gia sir ham (z) giai tich trong mién n-lién, gi¢i noi D va lién tyc trong
mién kin D thi vi moi z € D ta co: f(z) = Zmﬁ f(t)d , trong d6 C 1a bién mién D lay

theo chiéu duong.

Y nghia: Gia tri cia ham giai tich trong mién hoan toan dugc xac dinh boi gia tri cua

no trén bién, mot diéu ma ham bién thuc khdng co.

Hé qua: Gia str ham f(z) giai tich trong mién don lién giGi ndi D bién C va lién tyc trong

D thi véi moi zo € D ta c6: 6. 22 dz = 2mif (z,).
—40

Vidu
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1.8.5 A0 HAM CAP CAO CUA HAM GlAI TICH

Dinh ly 1.8.11 Néu ham f(z) giai tich trong mién giéi noi D va lién tuc trong D véi bién

C thi tai moi z thusc D ham f(z) c6 dao ham moi cip va: f™(z) =

n! f®)adt _
E C (t—-z)nt1 (Tl - 1,2, )

Hé qua 1.8.12 Néu f(z) giai tich trong mién don lién gigi noi D bién C va lién tyc trong

D, zo € D thi ta co: 2—”|if(")(zo) =6 S@dz n=12...)

n (Z_Z())n+1
Nho d6 ta c6 thé tinh mot cach don gian mot sé tich phan doc theo dudng cong kin.
Vi du

Cha y: Néu f(z) giai tich trong mién gigi noi D bién C, lién tuc va thoa mén [f(z)] <M

trong D. Goi L 1a do dai cua C va R 1a khoang cach tir diém z dén C thi ta c6

Dic biét, néu D 1a hinh tron |z — zo| < R thi
n'M
|f(n)(Z)| < R n=20,12,..

Dinh 1y 2.8.13 (binh ly Liouville) Gia st ham f(z) giai tich va bi chan trong toan mat

phang thi no 1a hang sé.

1.9 CHUOI HAM PHUC

1.9.1 KHAI NIEM CHUNG

Chudi: uy (2) + u,(2) + -+ u,(2) + .= Y%, u,(z) (1.1)

Trong d6 cac s6 hang caa no 1a nhitng ham bién phtic don tri c6 chung mot mién xac

dinh nao d6 dwoc goi 1a chudi ham phic.
Tai mdi diém c6 dinh z = zo chudi (1.1) tr thanh chudi sé phirc:

11



uy(29) +uy(2o) + -+ up(zo) + .= Yoz un(z9)  (1.2)

Néu chudi (1.2) hoi tu thi zo duoc goi 1a diém héi tu ciia chudi ham (1.1), néu khong thi

Zo la diém phan ky.
Tap hop cac diém hoi ty cua (1.1) goi 1a mién héi tu caa chudi.
Goi S, (2) = uy(2) + uy(2) + -+ + u,, (2) la téng riéng thiz n cua chudi (1.1).

Trong mién hdi tu cua (1.1) ton tai: lim S,(z) = f(2).
n—0o

Ham f(z) nay dugc xac dinh trong mién hoi ty caa chudi (1.1) duoc goi la téng cua
chudi (1.1) va duoc viét: f(2) = X2, u,(2)

Khi d6, Rn(z) = f(z) — Sn(z) duoc goi 1a phan due thiz n cia chugi (1.1).

Tai moi z thudc mién hoi tu cua (1.1): lim R,,(z) = 0.
n—-oo

Dau hiéu Weierstrass: Néu c6 mot chudi s6 duong hdi tu
(0e]
Zan =a;ta,+ -+a,+-
n=1

Sao cho véi moi z thuoc D va moi n ta co: |un(z)| < an, thi chudi (1.1) hgi tu tuyét déi,
tire chudi: [uy (2)| + |uy (2)| + -+ + |u, (2)] + -+ hoi tu, va chudi (1.1) hoi tu déu trong

mién D.

Dinh ly 1.9.1 Néu cac s6 hang un(z) cta chudi (1.1) lién tuc trong mién D va chudi (1.1)

hoi tu déu trong mién D thi téng f(z) cta né ciing lién tuc trong D.

Dinh Iy 1.9.2 Néu cac sé hang un(z) ctia chudi (1.1) lién tuc trong mién D va chudi (1.1)
hoi tu déu trong D thi c6 thé lay tich phan tiring phan sé hang doc theo bat ky duong

cong L tron tirng khic nam trong D, tuc:
J f(z)dz = f u,(z)dz +f u,(z)dz + +f u,(z)dz + ...
L L L L

12



Pinh ly 1.9.3 Néu cac s hang un(z) cua chudi (1.1) giai tich trong mién D va chudi

(1.1) hoi tu déu trong D thi tong f(z) cua chudi ciing phai giai tich trong D va ta co:
(2) = u®(2) + uM(2) + ..+ U P(2)+....
Hon nira chudi & vé phai ciing hoi tu déu trong D.
1.9.2 CHUOI LUY THUA
Chudi liy thira 1a chudi c6 dang:
i Ch(z—a)"=Cy+Ciz—a)+ -+ C(z—a)" + - (1.3)
n=0
Trong d6 a va Cy la nhitng s6 phuc.
Néu dat z = z — a thi chudi (6) c6 dang chinh tic

z C,Z"=Co+ C,Z+ -+ C 2"+ (1.4)

n=0

Dinh Iy 1.9.4 (Pinh ly Abel) Néu chudi lity thira (1.4) hoi ty tai diém Zo # 0 thi nd hoi
tu tuyét ddi trong hinh tron |Z] < |Zo| va hoi tu déu trong moi hinh tron |Z| <rvéi 0<r
< |Zo|.

Heé qua: Néu chudi (1.4) phan Ky tai Z1 thi nd phan ky tai moi diém ctua mién |Z| > |Z4).

Hinh tron |Z| < R dugc goi la hinh tron hi tu cia chudi (1.4) néu chudi hoi tu trong
hinh tron va phan ky trong mién |w| > R. Khi d6, R duoc goi 1a ban kinh héi tu ciia chudi

(1.4). Tai nhitng diém cta duong tron |Z| = R chudi (4) co thé hoi ty hozc phan ky.

Ban kinh hoi tu cua chudi (3) ciling chinh 1a ban kinh hi tu R ctia chudi (1.4), hinh tron

hoi tu ciia chudi (1.3) la|z —a| < R.

Pé tim hinh tron hoi tu caa chudi (3) ta 4p dung tiéu chuan Palimbe hoic Coossi cho

chudi duong: ¥%_, |C,,(z — a)™| véi z # a.

13



Néu Cn # 0 v6i n > N thi ban kinh hoi tu R duoc tim bai

R = lim

n—-oo

hoac R = lim 77—

n—-oo +/|Cnl

n+1

Trong d6 ta quy wdc néu R = 0 thi chudi (3) chi hoi tu tai z = a, néu R = oo thi chudi hoi

tu v&i moi z.
Vidu
1.9.3 CHUOI TAYLOR

Dinh ly 1.9.5 Néu f(z) giai tich trong hinh tron |z — a| < R thi véi moi z thudc hinh tron

do taco

(n) d
f()—zf Dz —ay = ijﬂ L - )

Trong d6 L la duong tron |z-a| = rvéir <R.

Chudi (1.5) dugc goi la chudi Taylor cua f(z) tai a. Ban kinh R cua hinh tron hoi tu cua
chudi c6 thé tinh theo cong thirc & trén hoic co thé lay bang khoang cach tir diém a
dén diém gan nhat ma tai d6 f(z) khong giai tich. Ngudi ta cling ching minh dugc khai
trién f(z) thanh chudi iy thira ciia (z — &) la duy nhét, tirc cac hé sé cua chudi thu duoc

bang moi cach phai tring véi cac hé sé caa chudi (1.5).

Vi du:
2 Zn
1) e —1+z+§+ +—+ Vz
23 Z2k—1
-, —1)k-1 - 4 ...
2)sinz =z 3|+ +(=1) (2k—1)!+ Vz
ZZ 2k
- k
3)cosz=1 2|+ + (=1 (2k)!+ Vz

14



2 n

z z
HIn(1+2)=z- ot (—1)"_17 + Yz

a(e—1)...(a—n+1)
n!

5+2)*=14+az+ -+ zZ"+- véia€eC,lz| <1

1.9.4 CHUOI LAURENT

Dinh Iy 1.9.6 Néu ham f(z) giai tich trong hinh vanh khin G: (0<) r < |z-a| < R (< o),
thi v6i moi z thudc G ta c6 khai trién Laurent: f(z) = Y% _, C,(z — a)™ (1.6), trong
do

1 f(t)dt

"o 2mi ), (t—a)rt?

(n=0,%1,...)

Véi L la duong tron |z - aj=q; r< g <R.
Chudi Laurent & vé phai (1.6) dugc tach thanh 2 phan

- Chudi f,(2) = X%, C,(z — a)™ hdi tu Vvéi |z — a] < R duogc goi 1a phan déu,

-Chudi f,(2) = 32, Co(z — @)™ = CTa + (ZC_-:)Z + -~ hoi tu Vi |z - a| > r duoc goi 12

phan chinh.

Chudi Taylor 13 treong hop dic biét cua chudi Laurent trong d6 phan chinh triét tiéu.
Nguoi ta ciing chimg minh dwoc khai trién Laurent theo (z — a) cua ham giai tich f(2)
trong hinh vanh khin tdm a cho trudc 12 duy nhat va chudi Laurent hoi tu déu trong moi
tap kin nam trong hinh vanh khan d6. Tuy nhién, trong cac hinh vanh khan khac nhau

khai trién f(z) c6 thé khac nhau.
Vidu
1.10 CAC PIEM BAT THUONG CO LAP CUA HAM GIAI TICH

Néu ham f(z) giai tich trong mot 1an can nao d6 ciia diém a # oo trir ban than diém a, tc
giai tich trong mién 0 < |z — a| <, thi a dugc goi la diém bat thuong ¢ ldp cua ham
gidi tich f(z). Khi d6 f(z) c6 thé khai trién Laurent trong mién 0<|z—a| <r
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f@=) GE-a" 17)

n=—oo

Diém bét thuong 6 lap duoc chia thanh ba loai: tiy theo tap hop caa hé sb khac 0 trong
phan chinh cua khai trién (1.7) 1a tréng, hitu han hodc vd han ma ta goi a 1a diém bat

thwong bé duwoc, cuc diém, hode diém bdt thuong cot yéu cia ham f(z).
Vay néu f(z) c6 diém bt thuong bé duoc tai a thi khai trién Laurent caa nd trong mién
0 < |z —a| < r c6 dang khai trién Taylor
f(l2) = z Co(z—a)"=Cy+Ci(z—a)+ C(z—a)*+ - (1.8)
n=0
Chudi (8) hoi tu vai |z — a| < r va tong s(z) cua nd giai tich trong hinh tron d6, hon nita
s(z) = f(z) vai 0 < |z — a] < r nén néu ta c6 dinh nghia bo sung
f(a) =1lim f(z) = lims(z) = s(a) = C,
zZ—a zZ—a
thi ham f(z) duoc bd sung s& giai tich trong hinh tron |z —a| <.
Dic biét [f(z)| bi chan trong moi 1an can du bé cua diém a.
Vi du

Néu a 1a cuc diém cua f(z) thi khai trién Laurent cua f(z) trong mién 0 < |z —a| <r c6

dang

f@) =3 Cp(z — Q)" =~ = +---+ZC_;;+CO+Cl(z—a)+

T (z—a)™ | (z—a)™!

C,(z—a)? +- (L9)
Trong d6 C.m #0 .
Khi d6 ta con néi a 1a cue diém cap m cua f(z). Néu m = 1 thi ta n6i a 1a cuc diém don.

Tir (9) dé dang thay diéu kién can dé z = a 1a cuc diém cdp m cua ham f(z) 1a
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Li_r)rcllf(z) = 00 13 y—I}clz(Z —a)™f(z) # 0 (1.10)

Diéu kién (1.10) ciing 1a diéu kién du dé z = a & cuc diém cap m cua f(z).
Vi du

Ta noi z = a la khéng diém cdp m caa ham giai tich f(z) néu khai trién Taylor cua f(2)

quanh diém a cé dang
(@) = Cn(z = @) + Cpya (2 — @)™ 4 (111)

V6iCn#0hay f(z) = (z— a)™[Cp + Cy1(z—a) + -] = (z — a)™g(2) trong d6

g(z) 1a mot ham giai tich trong 1an can diém a va g(a) # 0.
Néu m = 1 thi z = a 1a khéng diém don.
Theo céch tinh hé s6 Taylor va do (11) ta c6: Co = f(a) = 0; C1=1f(a) =0,...

_ " Y@ _ _ ™M@
Cm_l—w—O,Cm—T;tO

Viay diéu kién can va du dé z = a la khong diém cap m caa ham giai tich f(z) 1a
fa) = £(a) = ... = f™D(@) = 0 va f™ (a) £ 0 (1.12)

Pinh ly 1.10.1 Néu z = a 1a khong diém cap m ctia ham giai tich f(z) thi n6 la cuc diém

cap m cua ham giai tich F(z) = 1/f(2).
Vi du

Theo dinh nghia néu z = a 1a diém bét thuong cbt yéu cua ham giai tich f(z) thi khai

trién Laurent cua f(z) quanh diém a chaa vo s6 iy thira am.
Vidu
Dang diéu cua ham giai tich f(z) trong lan can cia diém bat thuong cét yéu duoc lam

sang to boi:
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Pinh ly 1.10.2 (Pinh Iy Weierstrass) Néu ham giai tich f(z) c6 diém bat thuong cdt yéu
tai a thi v&i moi s6 phitc A cho truéc, ké ca A = oo s& c6 mot day diém z« hoi tu dén a

sao cho: Ilim f(zy) = A.

Két luan: diéu kién can va da dé z = a 1a diém bat thuong ct yéu cua ham f(z) 1a limf(z)

khi z — a khong ton tai hitu han ciing nhu vo han.
Vi du
1.11 PIEM BAT THUONG CO LAP TAI VO CUNG

Néu ¢ R > 0 sao cho f(z) giai tich trong mién |z| > R trir z = oo thi diém z = oo dwoc goi

1a diém bat thuong co 1ap cua ham giai tich f(z).
Pt z = 1/t thi: f(z) = f(1/t) = F(t).

Ham f(t) khi d6 giai tich trong mién 0< |t| < 1/R nén c6 thé viét

F(t) = Z C_t™+ Z Cpt™
n=1 n=0

Thay t = 1/z va viét F(t) = f(z) ta c6 khai trién Laurent cua f(z) trong mién R < |z| < o

f(z) = i C_,z" + i C,z™ (1.13)
n=1 n=0

Chudi dau tién trong (1.13) duoc goi la phan chinh va chudi tha hai duoc goi la phan
déu cua chudi Laurent ciia ham f(z) quanh z = co. Tly theo tap hop céc hé s6 khac khdng
trong phan chinh 1a tréng, hitu han hay vé han ma ta goi z = o 1a diém bat thuong bo
duoc, cuc diém hay diém bat thuong cbt yéu cua f(z). N6i cach khéc, tiy theo t = 0 1
diém bat thuong bo duoc, cuc diém (cip m) hay diém bat thuong cét yéu cia ham F(t)
ma ta goi z = oo 1a diém bat thudng bo duoc, cuc diém (cap m) hay diém bat thuong cot

yéu caa ham f(z).

Vidu
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B-LY THUYET THANG DU

1. KHAI NIEM THANG DU VA CACH TINH
1.1 PINH NGHIA

Gia str o 1a diém bat thuong c6 1ap cua ham giai tich f(z) va L 1a mot duong cong Jordan
(duong cong lién tuc khong c6 diém boi) kin tron tirng khic giéi han mot mién D chira
a.. Gia su f(z) giai tich trong D trir a. Khi d6 ta ky hiéu va dinh nghia thing du cua f(z)

tai ala

Res[f(z),a]=zim,3€ f(z2)dz (2.1)

Trong d6 chiéu di trén L duoc ldy sao cho ludn nhin thay mién D nam bén trai, tic

nguoc kim dong hd néu a # oo.

Theo dinh ly tich phan Cauchy cho mién da lién, tich phan (2.1) khéng phu thuoc L. Vi

vay ta thuong chon L 1a duong tron |z - a| = r vai r kha bé.

Khai trién Laurent f(z) quanh a c6 dang

f= ) GE-a" (22)

n=—oo

ta co:

_ 0 nfun #1
— Q) "dz =
36(2 a)dz {Zm' néun=1

Ap dung tich phan tiing sé hang ta cd: Res[f(z),a]=C.1, tirc thiang du cua f(z) tai a bing

hé s6 cua (z - a)™* trong khai trién cua f(z) quanh a.

Néu a la cuc diém cap m cua f(z) thi
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C
-m -1
M4y
(z—a)m zZ—a

f2) =

+Co+Ci(z—a)+- voiC_,, #0

Tur d6 dé dang ching minh

L im L (- amr@)] 23)

€= (m—1)!z-adzm1

Néu m = 1 thi cdng thic (5.5) c6 dang
€y =lim[(z - a)f(2)] (24)

Hon nira, néu a la cuc diém don cua f(z) = h(2)/9(z), tirc h(a) # 0, g(a) =0, g’(a) # 0, thi

taco

_ @
“ T @

Vidu

Chuy: Néu a # oo 1a diém bat thuong bé dugc cia f(z) thi 16 rang Res[f(z), a] = 0. Nhung
néu a = oo 1a diém bat thuong bo dugc cua f(z) thi c6 thé Res[f(z), «o] # 0.

1.2 CAC PINH LY CO BAN VE THANG DU

Pinh Iy 1.2.1 Néu f(z) giai tich trong mién kin D, giéi han bai duong cong kin C, trir

mot s6 diém bat thuong cd 14ap a1, a,..., an nam trong D thi

jé F)dz = 2mi Y Reslf(2),a] (25)
& k=1

Dinh Iy 1.2.2 Gia sir ham f(z) giai tich trong toan mat phang, trir mot s6 hiru han diém
bat thudng as, az,...an. Khi d6

D Reslf(2),a] +Res[f(2),00] = 0
k=1
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2. UNG DUNG CUA THANG DU

2.1 Tinh tich phan doc theo dwong cong kin

Vidy 1. Tinh I = ¢, S v6i C:|z| =3,

Ham f(z) du6i du tich phan c6 hai diém bét thuong | va -1 nam trong hinh tron bién C.

Tac6: Res[f(2),i] = % va Res[f(2), —i] = =

-

el—e
20

Vay: I = 2mi. = i2msinl.

Vidu 2. Tinh I = . —2=

c mdz Voi C: |z-Y% = 1.

Trong mién gisi han boi C ham f(z) dudi dau tich phan chi c6 mot diém bat thuong z =

1, cuc diém don.

Do d6, I = 2miRes[f (2),1] = 2mi lirr}(z —1)f(z) = 2mi.

2.2 Tinh tich phén xéc dinh c6 dang f.™ R(sint, cost)dt
Trong d6 ham dudi dau tich phan 1a mot ham hitu ti caa sint va cost.

bit z = e thi Inz = it; dt = dz/it

\ . o s . . 1 . -1
Va theo dinh nghia cac ham lugng giac ta co: cost = Z+2/Z, sint = = zz/z'

Khi t chay tir 0 dén 27, diém z v& mot lan duong tron C: |z] = 1.

Vay sau khi thay bién t boi z va ap dung thing du ta c6:

fo 7TR(sint, cost)dt = £ f(z)dz = ZnikZlRes[f(z),ak]
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1
Z—>z+1/z
R R A \ , A X
Trong d6: f(z) = e Zliz 2—: a, la cac diém bat thuong cua f(z) théa man |a,| < 1 néu

ham f(z) khong c6 diém bt thuong nam trén duong tron |z| = 1.

] ; 2m  dt
Vide3.Tinh I = [7 ——.
bitz=e" taco
/- 1f" a1 dz
2) . 2+cost 2i), [2+(z+1/2)/2]z

_13€ dt _1% dz
i), z2+4z+1 i), (z—a)(z-b)

Trong d6 C 1a duong tron |z] = 1, a = -2 + v/3, b = -2 - /3 1a c4c nghiém ciia phuong

trinhz2+4z+1=0.

Vi la] < 1, [b| > 1 nén ta co:

1
I = 27Res [—(z—a)(z—b)'a] ===

22



KET LUAN

1) B&o céo hoc thuat da gigi thiéu cac khai niém co ban vé ham mét bién phuc.

2) B4o céo hoc thuat ciing da giéi thiéu dugc khéi niém vé thang du va ang dung.
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